
第4章§5 
既約多様体と素イデアル 

担当：長谷川禎彦 
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既約多様体 

• 多様体V(xz,yz)は直線と平面の和集
合である． 

 

 

• 直感的に「直線」や「平面」はより基
本的であると見なせる．「直線」や
「平面」はある意味「既約」で分解不
能のように直感的に思える．つまり
これ以上分解できない（多様体の和
集合で書けない）． 

線 xy平面 
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定義1 

アフィン多様体Vが既約であるとは，Vをアフィン
多様体V1，V2を用いて         と表したと
き，     または      が成り立つとき． 
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既約多様体 

• 既約の判定は簡単ではない 

–        は既約ではない 

–直線や平面は既約になるはず 

• もし，既約多様体にイデアルを特徴つけるこ
とが出来るならば，既約かどうかの判定が出
来るであろう． 
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定義２ 

• イデアル                            が素イデアルである
とは，                            が            を満たすなら，
常に           または    が成り立つことを言う． 

素数を一般化した概念 
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命題３：素イデアルと既約多様体 

•      をアフィン多様体とする．このときVが
既約であることと，I(V)が素イデアルであるこ
とは同値である． 
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命題3の証明 

Vが既約であると仮定し，      とする． 

                               とおく．ア

フィン多様体の交わりは多様体なので，これら
はアフィン多様体である． 

                       であるから，         が容易
に従う（次ページ補足参照）． 
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fgはV上で消える 

「容易に従う」の中身 
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Vは既約なので，V = V1またはV = V2が成立する．
前者が成り立つとすると， 

これはfがVで消えることを意味し， 

従ってI(V)は素イデアルになる． 

 

逆にI(V)が素イデアルであると仮定し，Vが既約
であることを証明する．                          とし 

と仮定する．  

              より         ．次に逆向きの包含
関係を示す． 
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     より                          であるため， 

           と                   に対してfgは 

        で消える（次ページ補足参照）． 

ところが，I(V)は素イデアルなので，fまたはgの
どちらかはI(V)に属する．                と選んだので 

                   である．これから 

よって V = V2 □ 
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（補足）具体的なイメージ 

これは根基イデアル 

は で消える関数となる 

一方でgはV2で消えるので， 
fgはVで消える 
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命題5 

kを無限体とし，               をパラメータ付け 

 

 

 

で定義された多様体とする．ここで， 

は       の多項式である．この時Vは既約
である． 
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命題5の証明 

Vがパラメータ付けされているとは，Vが 

のザリスキ閉包であることを意味する． 

特に             である． 

パラメータ付けでは，(-1,0)以外の 
円上の点を全て表すことが出来る． 

第一章の円のパラメタ付けの例 

以下のように写像        を定義する 
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任意の多項式                           に対して， 

は                  の多項式である．kが無限体なので， 

                                   はFとの合成がk[t]の零多項
式となるようなk[x]の多項式の集合（次ページ） 
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そこで                   と仮定する．このとき 

 

となるので， 

つまり， 

よってI(V)は素イデアルであり，Vは既約である
ことが示された． 
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命題6 

kを無限体とする． 

Vを有理パラメータ表示 

 

 

 

 

で与えられた多様体とする．この時Vは既約で
ある． 
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命題6の証明 

             とおき，            を 

 

 

と定義する． 

この時Vは        のザリスキ閉包である． 

          は関数     が              

に対して零関数になるような          全
体の集合（但し    は多項式とは限らない）． 

分母が0になる点 
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     が多項式とは限らない問題を以下のよう
にして解決する． 

            とする．任意の 

               に対して 

 

なので，            は，   が0になる
点                でゼロになる．Nが
hの全次数であるならば，            が 

        多項式になる．                                
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前述のように                   と 

が               で0になることは同値
である．さらに，        はWで０になること
に注目すると，            は 

全体で0になる．従って 

 

これを用いてI(V)が素イデアルであることを示す． 
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                                  が                    であるとする．p
とqの全次数をM，Nとすると，pqの全次数は
M+Nになる．よって，先ほどの説明から 

 

になる．これは，                                    と 

             の      の中での積で
ある．従って，どちらかは零多項式でなければ
ならない．よって               または 

これよりI(V)は素イデアルであり，Vが既約にな
る． 
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一点のイデアル 

一点(a1,..,an)はもっとも簡単な多様体． 

演習問題 付録参照 

この一点を表すイデアルは顕著な特徴をもつ．
これは極大である．つまり，このイデアルを真に
含むイデアルは                    のみである． 

22 



定義７：極大イデアル 

イデアル                                  が極大イデアルで
あるとは，           であり，I を含むイ
デアル J は J = I または            を満
たすことである． 
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定義8：真部分イデアル 

イデアル                              が真部分イデアルと
は，Iが                             に一致しないことと定め
る 

 

 

まず，<x1-a1,..,xn-an>の形のイデアルは極大で
あることを示す． 

24 



命題9 

kを任意の体とする．                          を用いて 

 

の形に書けるイデアル                              は極大
である． 
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命題9の証明 

Iを真に含んでいるイデアルJを考える．すると 

               で             となるような元が存在する．割
り算アルゴリズムを用いてfを 

 

と書く．ここで             . 

 

であり，          であるから     である． 
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しかし，    であり 

 

であるから 

 

である．bはゼロでないので，単位元であり 

27 



命題10 

kを任意の体とする．このとき                        は素
イデアルである． 
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命題10の証明 

真部分イデアルIが素イデアルではないとする．
このとき            及び            で               となる元が
存在する．ここでイデアル                を考える． 

    であるので 

                                     だと仮に仮定すると， 

                                                                   となる多項
式c, hが存在する（補足参照）．両辺にｇをかけ
ると                                  となり，ｇの仮定に矛盾． 

従ってI+<f>はIを真に含んだ真部分イデアルで
あり，Iは極大イデアルではない． 
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補足 

イデアル                         がk[x1,..,xn]である場合， 

 

Iの生成元を          とすると 

 

と出来る．一方で，Iは真部分イデアルなので 

 

これから 
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定理11 

kを代数的閉体とする．このとき                        の
極大イデアルはある                          を用いて 

              の形に書ける． 

[証明] 
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定理11の証明 

            を極大イデアルとする． 

          であるから，弱形の零点定理よ
り，      である．したがって，ある点が 

            となる．Iの元であるfは全て 

                   で消えることを意味する 

つまり 
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なので， 

 

I は極大なので 
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系12 

kを代数的閉体とする．      の点と 

の極大イデアルは，１対１に対応する 
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